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’ Divisibilité : cours

Définition 1. Soit a,b € Z. On dit que a divise b (ou b est divisible par a, ou a est un diviseur de b, ou encore b est un
multiple de a) et on écrit a | b, s’il existe c € Z tel que b = ac.

Voici quelques propriétés élémentaires de divisibilité (a, b, et ¢ désignent des entiers).
1. a]a.

Sialb,alorsa|—bet —a|b (et donc —a | —b).

1]a.

Si a1, alors soit @ = 1 soit a = —1.

a|0.

0 ne divise rien.

Sialb, alors a | cb.
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Sia|betb]|calorsalec.
9. Sia|beta|calorsa|b+c (et donca|b—c).
Grace a la propriéte 2. il suffit d’étudier la divisibilité des entiers naturels. Désormais, si le contraire n’est pas indiqué,

tous les nombres qui interviennent sont des entiers naturels, et le mot “diviseur” va désigner les diviseurs naturels.

Définition 2. On dit que p est un nombre premier s’il n’a pas d’autres diviseurs que 1 et p. Par convention 1 n’est pas
un nombre premier.

Les nombres premiers sont les “blocs élémentaires” qui permettent de “construire” tous les autres entiers au sens suivant.

Théoréme 1 (Théoreéme fondamental de Parithmétique). Pour tout a € N il existe une unique (a l’ordre prés) décomposition
en produit de puissances de nombres premiers :

J— (o5} (e}
a_pl .....pn{n7
ol P1, - --,Pm Sont des nombres premiers distincts et aq, ..., a,, sont des entiers positifs.

Montrons d’abord ’éxistence d’une telle décomposition. Cette démonstration est basée sur une propriété tres importante
de N : dans tout sous-ensemble de N il existe un plus petit élément.

Premiérement nous avons besoin d’un lemme (un résultat auxiliere).

Lemme 1. Tout entier naturel n # 1 est divisible par au moins un nombre premier.

Démonstration :
Sin =0, c’est évident gréace a la propriété 5.
Si n est un nombre premier, alors il est divisible par lui méme.

Supposons maintenant que n n’est pas premier. Alors, par définition, il a d’autres diviseurs que 1 et n. Soit d le plus petit
parmi eux. Alors n = dny, ny # 1.

Si d n’est pas premier, alors il existe d; # 1 et do # 1 tels que d = d1ds. Donc n = dydang, donc dy est un diviseur de
n. Or dy < d, car dy # 11, ce qui contredit la supposition que d est le plus petit diviseur de n. Ainsi d est un diviseur
premier. CQFD

Maintenant, si n est un nombre premier, alors n = n est une decomposition de la forme qu’on recherche.

Si n n’est pas premier, alors, d’apres le lemme, il admet au moins un diviseur premier. Notons p; le plus petit diviseur
premier de n. Alors n = pini, ou ny < n.

Si ny est un premier différent de pq, alors on a la décomposition recherchée.
Si ny = p1, alors n = p? est une telle décomposition.

Si ny n’est pas un nombre premier, alors on peut répéter le procédé en prenant po le plus petit diviseur premier de n;.
On obtient alors n = p1ny = pipans, ot ne < ny < n. Et ainsi de suite.



Vu qu’il n’y a qu'un nombre fini d’entiers positifs strictement inférieurs a n, au bout d’un nombre fini d’itérations on
obtient alors une décomposition n = p;y - - --pi, ou tous les termes sont des nombres premiers non necessairement distincts.
Il reste a regrouper les termes égaux pour retrouver la décomposition recherchée.

Pour montrer I'unicité d’une telle décomposition nous avons besoin d’un autre lemme.

Lemme 2 (Lemme d’Euclide). Si un nombre premier p divise ab, alors il divise soit a, soit b, soit les deux.

Démonstration.

Supposons qu'’il existe un tel p premier et des tels a et b que p | ab mais pta et ptb. On prend le plus petit p qui vérifie
cette condition et pour ce p on prend a et b tels que ab soit le plus petit possible.

Tout d’abord, dans ce cas a < p et b < p (si p.ex. a > p, alors p | (a — p)b = ab — pb et (a — p)b < ab).
Ensuite, comme p | ab, on peut écrire ab = pc. Alors
ab

— =D
p p

et donc le plus petit diviseur p; de ¢ est un nombre premier plus petit que p et qui divise ab. Alors p; | a ou p; | b (ou les
deux), car p est le plus petit nombre premier qui ne vérifie pas cette propriété.

Sans perte de généralité on peut supposer que p; | a. Donc on a a = p1ay et ¢ = pycy. Alors

pratb ab  pc  ppicr
—— = — == =" =pq.

P b1 b1 b1

alb:

Donc p | a1b, mais p{ay (sinon p | a, car a1 | a) et ptb. Or a1b < ab ce qui contredit la minimalité de ab.

Alors notre premiere hypothese est fausse, et il n’existe pas de tels p, a et b. CQFD

On peut maintenant montrer 1'unicité de notre décomposition. Prenons deux produits de nombres premiers qui sont
égaux. Prenons n’importe quel nombre premier p du premier produit. Il divise le premier produit, et donc, aussi le second.
Par le lemme d’Euclide, p doit alors diviser au moins un facteur dans le second produit. Mais les facteurs sont tous des
nombres premiers eux-mémes, donc p doit étre égal a un des facteurs du second produit. Nous pouvons donc simplifier
par p les deux produits. On repete le procédé sur les quotients. Au moment ot on aura épuisé tous les facteurs premiers
du premiér produit (donc on aura obtenu le quotient 1), de I'autre c6té il ne restera plus rien non plus, car les deux
produits etaient égaux au départ.

Remarque 1. Une fois qu’on a ce théoreme, on peut dire que a divise b si et seulement si tout diviseur premier de a
entre dans la décomposition de b avec une puissance au moins €gale a celle avec laquelle il entre en décomposition de b.
Par exemple 2* - 3% - 17 divise 26 - 310 - 172 . 239, mais 27 - 17% - 19 - 239 ne le divise pas.

Définition 3. On dit que deux entiers a et b sont premiers entre eux si leur seul diviseur commun est 1.

Gréace au théoréeme précédent, dire que deux nombres entiers sont premiers entre eux revient a dire que dans leurs
décompositions en produit de facteurs premiers il n’y a pas de termes communs.

Définition 4. 1. On appelle le plus grand diviseur commun de a et b (et on note pged(a,b), ou encore aV'b) le plus
grand nombre d tel que d | a et d|b.

2. On appelle le plus petit multiple commun de a et b (et on note ppecm(a,b)) le plus petit nombre m tel que a | m et
b|m.

Propriétés :
. Sid=pgcd(a,b) et dy est tel que dy | a et dy | b, alors dy | d.
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2. Si m = ppcm(a,b) et my est tel que a | my et b | mq, alors m | my.
3. Deux nombres a et b sont premiers entre eux si et seulement si pged(a, b) = 1.
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. Deux nombres a et b sont premiers entre eux si et seulement si ppecm(a, b) = ab.



